S-équivalence et congruence des matrices de Seifert : une conjecture de Trotter by Bayer-Fluckiger, Eva
Inventiones math. 56, 97-99 (1980) / f / ve / /Z l0ne$ 
mathematicae 
~3 by Springer-Verlag 1980 
S-equivalence t congruence de matrices de Seifert: 
Une conjecture de Trotter 
Eva Bayer 
Section de mathematiques, Universit6 de Gen6ve, 2-4, rue du Li6vre, Case postale 124, 
CH-1211 Gen6ve 24, Suisse 
1. Introduction 
Une matrice carrhe entihre A est appel6e matrice de Sei['ert si A+~A ~ est uni- 
modulaire, off e,= + 1 off -1 .  La relation de S-kquivalence ntre matrices de 
Seifert est d6finie comme suit IL l  ]: 
On dit que Best une extension de ligne de A (et A une r6duction de ligne de B) 
si Best obtenue n ajoutant 2 lignes et 2 colonnes ~t A: 
0 0 0 
B= I 0 0 
0 v A 
o6 vest un vecteur colonne. 
On dhfinit de fa9on analogue l'extension et la r6duction de colonne. La S- 
6quivalence st par dhfinition la relation d'6quivalence engendr6e par la con- 
gruence, la reduction et l'extension. 
Deux matrices de Seifert non-singulihres S-6quivalentes ont le m6me rang, le 
m4me d&erminant et sont congruentes sur les rationnels (voir par exemple IL l ] ,  
25.): on dhduit de ce dernier fait que le polyn6me minimal ~b de A(A +cA')  -1 ne 
d6pend pas du choix de A (non-singuli&e) dans sa classe de S-6quivalence. 
On peut donc se poser la question suivante: combien y a-t-il de classes de 
congruence de matrices de Seifert non-singulihres dans une classe de S-6qui- 
valence donnhe? 
Dans le reste de l'article ,4 sera une matrice de Seifert non-singuli&e donnhe, 
et qb le polyn6me associ6 b, A comme cidessus. 
Trotter ([T], thhorhme 4.14) a montre que si (a a un facteur carrk de terme 
constant strictement sup&ieur dt 1, alors la classe de S-kquivalence de A contient une 
infinit~ de classes de congruence de matrices de Se!fert non-singulidres. 
Dans le m6me article il a conjectur6 que la r4ciproque st aussi vraie. 
Le but du prhsent ravail est de prouver cette conjecture, autrement dit, nous 
allons montrer: 
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Th6or~me 1. Si 49 n'a aucun facteur carrO de terme constant strictement supOrieur 
gt 1, alors la classe de S-Oquivalence de A ne contient qu'un nombre fini de classes de 
congruence de matrices de Seifert non-singuliOres. 
Levine [L2] a d6montr6 que la conclusion du th6or6me 1 est vraie si q5 est 
semi-simple (c'est-/t-dire n'a aucun facteur carr6) et si e. = - 1. 
Le cas q5 semi-simple st aussi d6montr6 dans [B-M],  pour e.= + 1 ou - 1 
(par des techniques diff6rentes de celles de Levine): en fait, il y est d6montr6 qu'il 
n'y a qu'un nombre fini de classes de congruence de matrices de Seifert non- 
singuli6res de rang, de d6terminant et de polyn6me q~ semi-simple donnds. 
2. Le r6sultat cit6 ci-dessus de Trotter et le th~or~me 1 
ont l'application topologique suivante: 
Th6or+me 2. Un (2q-1)-noeud simple Z zq 1 cS2q+a, q>2,  a une infinit~ de sur- 
faces de Se!J'ert minimales non isotopes si et seulement si 0 a un facteur carrO de 
terme constant strictement sup~rieur ~ 1, oft 0 est le polyn6me associd gt une matrice 
de Seifert non-singulidre du noeud. 
La condition est encore n6cessaire pour q = 2. (voir I L l ]  pour les d6finitions.) 
En effet, Levine I L l ]  a montr6 que si q > 2, les classes d'isotopie des surfaces 
de Seifert minimales de z~ "2q 1 sont en bijection avec les classes de congruence 
enti~re des matrices de Seifert non-singuli6res qui sont dans la classe de S-6qui- 
valence d'une matrice de Seifert de r 2q-1. 
Si q = 2, les classes d'isotopie correspondent fi un sous-ensemble des classes de 
congruence. 
3. Pour d6montrer le th6or6me 1 nous allons utUiser une earact~risation 
due • Trotter de la S-~quivalence. 
Les r6sultats ci-dessous ont d~montr6s dans [T] : 
A+eA t est une matrice ~-sym6trique, unimodulaire, de rang fini n. Faisons-lui 
correspondre l'espace vectoriel rationnel X de dimension n muni de la forme 
bilin6aire e-sym6trique not6e [ ,  ]. On notera z l 'automorphisme d X donn6 par 
la matrice A(A+eAt )  -1. On v6rifie que [za, b ]=[a , (1 -z )b ]  pour tout a et b 
dans X. 
Les classes de congruence des matrices de Seifert enti6res non-singuli6res qui 
sont dans la classe de congruence rationnelle de A sont en bijection avec les 
classes d'isom~trie des r6seaux K de X satisfaisant z (K)~ K et tels que la restric- 
tion de [ ,  ] /t K soit enti6re et unimodulaire. De tels r6seaux seront appel6s 
admissibles. (Deux r6seaux K et L sont isom6triques s'il existe un automorphisme 
f de X tel que f (K )=L ,  [ fa,  fb] = [a, b] pour tout a et b dans X, et z o f=fo  z.) 
Soit K un r6seau admissible associ6/t A. 
Une matrice de Seifert enti6re non-singuli6re st S-6quivalente/l A si et seule- 
ment si un r6seau admissible L qui lui est associ6 vdrifie: 
il existe une chaine finie de r6seaux admissibles 
K=K o, K 1, . . . ,K , ,=L  
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telle que Kz/(K i c~ Ki+ 0 est cyclique 
et z(Ki)cKi+ 1 
pour tout i=0, . . . ,m-  1 
(cf. [T], Propositions 2.17 et 4.13). 
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4. Preuve du th~or~me 1
L'hypothese sur 0 implique que 0 = 01' 02 avec 0l(0)= 1 et 02 semi-simple (c'est- 
/l-dire n'a aucun facteur carr6 dans sa decomposition en produit de polyn6mes 
irreductibles). 
Posons 
Mi = 02 (2 ) (K i )~01 (z)(K/) ~ K i . 
L'exposant de M idans Ki est au plus egal ~ la rasultante c de 01 et de 02 (c est le 
plus petit entier positif tel qu'il existe des polynemes entiers f et g avec f .  01 + 
g- ~b 2 =c). Le determinant de la restriction de [ ,  ] ~t M~ est donc borne par c 2", 
0O n = rangz(K ). 
Le polyn6me minimal de la restriction de z b~ 02 (z)(Ki)est q~l. Comme 01 (0)= 1, 
zl02 (z)(Ki) est un isomorphisme. On a: 
02(z)(Ki)=zO2(z)(K,)=Oz(Z)(zKi)c42(z)(Ki+l) par (1). 
On a donc: 
02 (z)(K) ~ 02 (z)(L). 
Comme le determinant de la restriction de [ ,  ] fi 02(z)(K) est au plus C 2n, l'indice 
de 02(z ) (K )  dans 02 (2)(L) est borne par c". 
On n'a donc qu'un nombre fini de reseaux de 02 (z)(X) possibles pour 02 (z)(L), 
disons/]1 . . . . .  P~- 
La restriction de [ ,  ] ~t 01(z)(L) est entiSre et de determinant au plus c 2". Le 
polyn6me minimal de z101(z)(L) est 02, qui est semi-simple. Par [B-M], pro- 
position 4, il n'y a qu'un nombre fini de classes d'isotopie de tels reseaux. Choisis- 
sonsen des representants: Q~ ... .  , Qs. 
Alors Lest isometrique/t un reseau de X dans lequel P~| est d'exposant c,
pour un choix de i~{1, . . . , r}, je{1 .. . . .  s}. Or il n'y a qu'un nombre fini de tels 
reseaux. C.qfd. 
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